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Abstract

A known paradox of the classical electromagnetism, the force on the magnetic

dipole is discussed. If it is placed in an inhomogeneous magnetic field, It appears

that the force experienced by the dipole differs depending on the models, namely,

the magnetic charge model and the current loop model. Of course, it is impossible
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since the magnetic field emanated by the dipoles are the same. It is explained that

the time-dependent “hidden momentum” balances the superficial Lorentzian force

on the current loop model and the net force is canceled out. This article shows

that electromagnetic momentum and “hidden momentum” must be balanced in

this problem due to the requirement of the relativistic momentum conservation

theorem.

1 序論

古典電磁気学は，1865年にMaxwellが提唱した 20の方程式を含むMaxwell方程式を，Heaviside

および Hertzが電磁ポテンシャルを取り除いた 4つの式にまとめたことで完成した。

∇ · D = ρ (1)

∇ · B = 0 (2)

∇× E = −∂B

∂t
(3)

∇× H = J +
∂D

∂t
(4)

where D = εE, B = μH

古典電磁気学 (以下「電磁気学」)の基礎となる公理は電荷の保存とCoulombの法則，そして特殊
相対性理論である。これらが否定されていない現在においては電磁気学に違反する現象は存在し
ないと言える。しかし，電磁気学には古くから知られた数多くのパラドックスがあり，挑戦者た
ちを楽しませてくれる。中には簡単なものもあるが，難しいものは学術論文誌上での論争となっ
たものもあり，電磁気学の奥深さを感じずにはいられない。電磁気学に多くの難しいパラドック
スが存在する理由の一つは，電磁気学と特殊相対性理論が一体不可分で，特殊相対性理論が呈示
する世界観が我々の常識を裏切ることが多いからと言えよう。実際，特殊相対性理論にも，有名
な「双子のパラドックス」を筆頭に数多くのパラドックスがある。
電磁気学のパラドックスの中で，最も単純なものの一つが「すれ違う電荷と角運動量保存則」で

ある。図 1の様に同符号で同じ大きさの電荷が同じ速さで互いに逆向きに，ただしすれ違う軌道
を運動している場合を考える。このとき，電荷はクーロン力の他にもう一方の (動く)電荷が作る
磁場からの磁気力を感じるが，二つの磁気力は作用線が一致しないため作用・反作用の法則が成
立していない。そのため，系が閉じているにもかかわらず偶力が生じ，角運動量保存則が破られ
ているように見える。実は，角運動量は電磁場の持つ運動量まで考えれば保存しているわけだが，
この「電磁場の持つ運動量」という概念がわかりにくいため，電磁運動量は数々のパラドックス
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図 1: すれ違う電荷のパラドックス。系は閉じているにもかかわらず角運動量が保存しない。

を提供してくれている。本稿で取り上げるのは，かつて学術誌における論争にまでなった「磁気
双極子の磁荷モデルと電流モデルで現れる違い」で，やはり電磁運動量が問題に深く関わる。

2 問題の提起

磁気双極子を表す古典モデルには，これを正負の接近した「磁荷」と見る「磁極モデル」と，極
小のループ電流と見る「電流モデル」がある。原点にある磁気双極子は，磁極モデルではスカラ
ポテンシャル

φm(r) =
1

4πμ0

pm · r̂
r2

(5)

で表され，電流モデルではベクトルポテンシャル

A(r) =
μ0

4π

m × r̂

r2
(6)

で表される。ここで磁気双極子モーメント pmと磁気モーメントmの関係は μ0m = pmで，r̂

は r方向の単位ベクトルである。極座標を採用し，磁気モーメントの向きを θ = 0の天頂方向と
して，微分すればどちらのモデルでも全く同一の

B = μ0∇φm = ∇× A =
mμ0

4π

(
2 cos θ

r3
r̂ +

sin θ

r3
θ̂ + 0ϕ̂

)
(7)

という双極子磁場が得られることが直ちに分かる。
従って，磁気双極子をどうモデル化するかは便宜的な問題である，と言いたいところだが，Tellegen

[1]は，ある条件下ではモデルによって双極子に働く力に相違が現れることを指摘した。細野は自
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図 2: 不均一な磁場中に置かれた磁気双極子。磁極モデルは正味の力を受けないが，電流モデル
は x軸の正方向に力を受ける。

著「メタ電磁気学」[2]でこの問題を取り上げ，よりわかりやすい形で読者に呈示した。本稿では
先ず細野により示されたわかりやすい問題を取り上げ，次いで一般的な場合について考える。

問題：図 2の様に，一定の方向を向き徐々に大きさが変化する磁場中に磁気双極子を置く。
磁荷モデルでは双極子が正味の力を受けないことは明らかである。一方，電流モデルは，電
流ループの左右の断片が異なる大きさの磁場を感じているので，図右方向への正味の力を感
じる。双極子が発する磁場はどちらのモデルでも同じであるのに，なぜこのような違いが起
こるのだろうか。実は，磁極モデルと電流モデルは等価とは言えないのではないか。

歴史的経緯を述べると，Tellegenにより呈示されたパラドックスは最終的にHausと Penfield

Jr. [3]により「電流モデルでも，磁極モデルと同様，双極子に正味の力は働かない」ことが示さ
れ決着を見た。つまり，間違っていたのは「力が働く」とした電流モデルの解釈であった。「磁気
双極子を特徴づけるのは外部に発する磁場のみで，モデルは外部に発する磁場の発生源の解釈に
すぎないから，モデルにより観測される現象が異なるはずがない」という常識的な理解がやはり
正しかったわけである。一方，細野の著書でも同じ結論に達しているが，同書が「磁気双極子の
磁極モデルを否定する」ことを主眼としているため，観測される力がモデルによらないことを述
べる referenceとしては不適切な記述となっている。
本稿は，磁極モデルでも電流モデルでも，磁気双極子が外部の電磁場から受ける力は等しいこ
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とを肯定的に述べることと，その過程において登場する「隠れた運動量」という概念をできるだ
け平易に説明することを目的として書かれた。

3 解答

はじめに，問題をもう少し正確に，以下のように定義する。

• 系は真空で，D = ε0E，B = μ0H である。

• 外部磁場の磁束線は互いに並行で，B = Bz(x)である。

• 双極子はモーメントが +z 方向を向くように置かれる。

• Bz(x)は xの一次関数で増加し，時間的には不変とする。

このように定義してもパラドックスを生じる原因についての一般性を失うことはない。すると直
ちに以下の事実が指摘される。つまり「互いに並行で密度が変化する磁束線には y方向を向いた
∇× Bがあり，Maxwell方程式 (4)から −∂Ey

∂t
が存在する (問題の定義より実電流 J は存在し

ない)。つまり，この系を維持するためには変化する y方向電場が必要である」。
一般に，空間的に不均一な磁場はループ電流に対して正味の力を及ぼす (例えば「ファインマ

ン物理学」[4])。これは，二つの平板状磁石が引き合うことからも容易に想像できる現象である。
しかし本稿のパラドックスは，その空間分布がどのように作られているかが隠蔽されているとこ
ろに，挑戦者の誤解を引き出すポイントがある。

3.1 「隠れた運動量」
今，図 3の様に，電流モデルによる磁気双極子を一辺 Lの方形剛体チューブと考え，質量m，

電荷量 q の荷電粒子を電流の実体と仮定する。流れる電流は一定で大きさを I としよう。磁場が
xの一次関数で単調増加とすると系には−y 方向，空間的に一様な電場が存在する。すると，辺
aを走る荷電粒子は外部電場により加速され，辺 cを走る荷電粒子は減速される。水平の辺では
電荷は等速運動するから，電流が一定であるとき，電荷密度は図のように辺 bの方が辺 dより大
きく，電荷の速度は辺 dの方が速くなくてはならない。
ここで，チューブを回る電荷の全運動量を計算する。系の対称性より左右の辺は打ち消しあう
から無視できて，上下の辺のみを考えれば良い。はじめ，問題をナイーヴな Newton力学で考え
る。辺 bと辺 dを走る荷電粒子の数を Nb，Nd ，速度を vb，vd として

I =
qNb

L
vb =

qNd

L
vd (8)
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図 3: 一様な電場中に置かれた矩形電流ループと各辺における電荷の速度

が成り立つ。ここからただちに

Nbvb = Ndvd =
IL

q
(9)

である。従って，辺 b，辺 dを走る全粒子の古典的運動量を向きまで考えて計算すると

辺 b：P b
class = −mNbvb = −m

IL

q
(10)

辺 d：P d
class = mNdvd = m

IL

q
(11)

(12)

となり，電荷の合計運動量はゼロとなる。これは，Newton力学の要請，「質量中心が運動してい
なければ系の全運動量はゼロ」に合致する。
ところが，この問題を厳密に，特殊相対論で考えると問題が起こる。相対論的運動量の大きさは

静止質量m，静止系に対する運動速度 vに係数 γ = 1/

√
1 − (v/c)2 を掛けた量で表されるから，

辺 b：P b
rel = −γbmNbvb = −γbm

IL

q
(13)

辺 d：P d
rel = γdmNdvd = γdm

IL

q
(14)

γb = 1/

√
1 − (vb/c)2 , γd = 1/

√
1 − (vd/c)2
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となって打ち消し合いが破れ，正味の運動量が現れる。これはわずかな量かもしれないが，無視
するわけにはいかない。そもそも，「磁場」とは特殊相対論によってはじめて現れる，電流を担う
荷電粒子が周囲に及ぼす Coulomb力なのだから。この，特殊相対論でのみ現れる正味の運動量

Phid = m
IL

q
(γd − γb) (15)

を「隠れた運動量」と呼ぶ。
荷電粒子の相対論的運動量と古典的運動量，そして「隠れた運動量」の関係は以下の通りである。

P rel =
∑

i

mvi + P hid (16)

そして，Newton力学における運動方程式とは力と古典的運動量の時間変化の関係だから，
∑

i

F i = m
∑

i

ai = m
∑

i

dvi

dt
=

dP rel

dt
− dP hid

dt
(17)

と書かれる。電流が一定なら P rel =constだが，電流チューブには P hid の時間変化に伴う正味
の力

F hid = −dP hid

dt
(18)

が観測されうる。これを「隠れた力」と呼ぼう。
Haus等は，もし外部磁場が時間変化する電場を伴うなら，双極子の「隠れた運動量」もまた時

間変化し，その結果現れる「隠れた力」が Lorentz力をちょうど打ち消す向きと大きさであるこ
とを示した。Haus等はこれを示すため荷電粒子が光速度で円形チューブを回転するモデルを呈
示しているが，「隠れた運動量」と古典的運動量の区別が曖昧な上，モデルが技巧的で説明がわか
りやすいとは言い難い。一方，細野も同じ問題に挑戦しており [5]，方形のチューブを仮定するこ
とで運動量の向きと大きさの変化を分離しており，論点がかなり整理されている。しかし，図 3

の系を使えば，仕事-エネルギー定理を用いて容易に「隠れた力」が Lorentz力と釣り合うことを
示せる。
電荷が電場に沿って辺 aを動くとき，電荷は電場から qELの仕事をされる。その結果，電荷の
エネルギーは

ΔE = γdmc2 − γbmc2 (19)

だけ増加する。qEL = (γd − γb)mc2 を使い「隠れた運動量」を

Phid =
IEL2

c2
(20)
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と書き直す。一方，磁気モーメントmが IL2n̂(n̂は面の法線方向単位ベクトル)と表せること
を利用して，

P hid =
1
c2

(m × E) (21)

と表すことができる。式 (21)を時間微分して負号をつければ電流に作用する「隠れた力」が求め
られるから，

F hid = −dP hid

dt

= −m × (
1
c2

∂E

∂t
) (22)

である。
続いて，各辺が磁場から受ける Lorentz力を計算する。電流は一定だから，対称性から辺 bお
よび dが受ける力は相殺する。辺 a，cは異なる磁場を感じるので合計すると，

FL(x) = −ILB(x) + ILB(x + L)

=
∂B

∂x
IL2

= −ε0μ0
∂E

∂t
IL2 (23)

となる。ここでMaxwellの方程式 (4)を使った。あとは，ε0μ0 = 1/c2，磁気モーメントmが
IL2n̂であることと，電場が −y方向であることを使えば Lorentz力は

F L = m × (
1
c2

∂E

∂t
) (24)

と表され，F hid にちょうど釣り合うことが示された。

3.2 電磁運動量
問題を再び y軸の方向から見た図が図 4である。磁気モーメント，すなわち電流 I が時間変化

しないとすれば，電流ループと外部の電磁場の間に正味のエネルギー授受はない。しかし，ルー
プ単体で見れば辺 cから辺 aへの電磁エネルギーの流れが生じている。なぜなら，そう考えない
と，辺 cで荷電粒子が失ったエネルギーと辺 aで荷電粒子が受け取ったエネルギーの収支が合わ
なくなるからである。
電磁エネルギーの授受は Poynting vector(S = E ×H)により表すことができる。確かに，一

様な外部電場と，ループが作るリング状の磁場の外積を取れば，電流ループの辺 c(減速辺)から
発して辺 a(加速辺)に吸い込まれる Poynting vectorが現れる。電磁エネルギーには電磁運動量
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図 4: 矩形電流ループが作る磁場と外部電場によって作られる Poynting vector

密度 (pem = S/c2)が伴う [6]。電流ループに付随する電磁運動量を求めるには全空間で

P em =
1
c2

∫∫∫
SdV =

∫∫∫
ε0E × BLdV (25)

を実行すればよい。ここでBL は電流ループが発する磁場である。図 4から明らかなように，こ
の系では電磁運動量は図左方向を向いたの正味の値を持つ。
一方，この系にはすでに図右向きの「隠れた運動量」があり，それにも関わらず系のエネルギー
中心は移動していないから，広義の運動量保存則，「エネルギー中心が観測者に対して運動してい
なければ観測される系の運動量の総和はゼロ」

P tot = P class + P em + P hid = 0 (26)

(center of energy theorem)[7]より，この系では「隠れた運動量」と電磁運動量が常に釣り合い
の状態であることが要請される。期待通り，磁気モーメントの電磁運動量が

P em = − 1
c2

(m × E) (27)

と表されることは後で示す。
一般に Poynting vectorは電磁波が運ぶエネルギーの表現と思われているが，静電場と静磁場

からなる系にも Poynting vectorは存在する。たとえば充電されたコンデンサーの極板間に永久
電流の流れるコイルを置くと，極板間の空間を回転する Poynting vectorが現れる。これが「物
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図 5: 静電場と定常電流からなる系における Poynting vector

理的実体」であるか「数学的虚構」であるかは良く議論されるが，今考えている問題から，静的
電磁場において Poynting vector が作るエネルギーと運動量もまた実体であると結論せざるを得
ない。
上のパラドックスで現れた，「隠れた運動量」の時間変化が電流ループに正味の外力を及ぼすと

いう事実は俄には信じがたい。それが，このパラドックスが古典電磁気学の問題にも関わらず，
20世紀後半の学会で論争を引き起こすほどの問題として取り上げられた主な理由と思われる。21

世紀に入った現代でも「隠れた運動量」に関する論文を幾つか見ることができ [8-10]，未だにこ
の問題が物理学者の興味を充分に引きつける話題であることが窺える。
まとめると，「電流モデルで記述された双極子には 2つの力が働いている。1つは Lorentz力で

これは全体として電流ループを図 2右に引っ張る。そして系には増加する電場があり，これが電
流ループの『隠れた運動量』を増加させる。『隠れた運動量』は相対論的運動方程式でのみ現れる
量だから，差し引きすると，古典的運動方程式では電流ループはその増加分と反対方向の力を感
じることになる。結果として，『隠れた力』は Lorentz力をちょうど打ち消し，電流ループは正味
の力を感じない」となる。
系の全運動量は「隠れた運動量」P hidに電磁運動量P emを加味すれば

dP tot

dt
= 0となり，系

のエネルギー中心が移動しないという事実に符合するが，右向きの P hid，左向きの P em が増加
する電場とともに常に釣り合いを保ちながら増加を続ける，というのが系の描写である。
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4 磁気モーメントが受ける力

続いて問題を一般化し，磁気モーメントが外部の電磁場から受ける力を磁極モデルと電流モデ
ルで定式化して，それらについて表面的に現れる差が「隠れた運動量」の時間変化で説明できる
ことを示す。

4.1 磁極モデルによる計算
磁極モデルで表された磁気モーメントが外部磁場から受ける力は磁気 Coulombの法則から求
められる。原点の近くに磁荷 ρmが分布しているとき，磁荷の集合体が受ける力は磁気Coulomb

の法則

F p =
∫∫∫

V

ρmHdV (28)

で与えられる。ここで V は磁荷の存在する有限の範囲である。磁場分布を r = 0 のまわりで
Taylor展開すると式 (28)は，

F p =
∫∫∫

V

ρm [H(0) + (r · ∇0)H(0) + ...] dV (29)

と変形される。∇0の表現はこれらが体積 V の積分に対しては定数であることを強調するため使っ
た。上式第 1項は正味磁荷をゼロ

Qm =
∫∫∫

V

ρmdV = 0 (30)

と仮定すれば消滅する。第 2項を良く見ると磁気双極子モーメント

pm =
∫∫∫

V

ρmrdV (31)

が含まれているのでこれに置き換えると，磁極モデルで定義される磁気双極子が外部磁場から受
ける力は

F p = (pm · ∇)H = (m · ∇)B (32)

で表されることが分かる。
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4.2 電流モデルによる計算
続いて，電流モデルで表された磁気双極子が受ける力を Lorentz力の積分から求めよう。原点

付近に分布した電流が磁場から受ける Lorentz力の合計は

F L =
∫∫∫

V

J × BdV (33)

である。ここで V は電流密度が存在する有限の範囲である。同様に，磁場を原点まわりでTaylor

展開する。

F L =
∫∫∫

V

J × [B(0) + (r · ∇0)B(0) + ...] dV (34)

積分を実行するにあたり，定常電流分布 J についての公式を一つ導出する。任意の関数 f, gと
J を掛けてその発散を取る。ベクトル恒等式からこれは

∇ · (fgJ) = gJ · ∇f + fJ · ∇g + fg∇ · J
= gJ · ∇f + fJ · ∇g − fg

∂ρ

∂t

= gJ · ∇f + fJ · ∇g (35)

と変形される。最後の項は，電流分布が定常であることから落ちた。Gaussの発散定理から，∫∫∫
V

∇ · (fgJ)dV =
V

fgJ · dS (36)

と表面積分に変換でき，積分範囲を電流の外にとればこれはゼロとなる。結局，電流分布を囲む
体積 V における積分で以下の公式が成り立つ。∫∫∫

V

(gJ · ∇f + fJ · ∇g) dV = 0 (37)

たとえば，f として 1を，gとして xを採用すると直ちに以下の関係が導かれる。∫∫∫
V

JxdV = 0 (38)

y成分，z 成分も同様である。従って式 (34)の第 1項，∫∫∫
V

J × B(0)dV (39)
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はゼロとなる。
第 2項の積分にはちょっとした技巧を使う。x成分に注目しよう。積分の中身を正直に書き下
すと，x成分は

Jy

[
x

∂Bz

∂x
+ y

∂Bz

∂y
+ z

∂Bz

∂z

]
− Jz

[
x

∂By

∂x
+ y

∂By

∂y
+ z

∂By

∂z

]
(40)

となる。ここでBの微分は r = 0の位置で実行されることに注意されたい。今度は，式 (37)に
おいて f として yを，gとして z を採用すると直ちに以下の関係が導かれる。∫∫∫

V

JyzdV = −
∫∫∫

V

JzydV (41)

つまり，有限空間にとどまる定常電流分布の成分と位置ベクトルの成分を掛けて積分したものは，
それらの成分を入れ換えると，大きさが同じで符号が逆になるということが示された。式 (41)の
関係を使えば，式 (40)から J の成分と座標を入れ換え符号を逆にしたものを引き，2で割っても
答は同じになる。具体的に書き下すと，

1
2

{
Jy

[
x

∂Bz

∂x
+ y

∂Bz

∂y
+ z

∂Bz

∂z

]
− Jz

[
x

∂By

∂x
+ y

∂By

∂y
+ z

∂By

∂z

]

−y

[
Jx

∂Bz

∂x
+ Jy

∂Bz

∂y
+ Jz

∂Bz

∂z

]
+ z

[
Jx

∂By

∂x
+ Jy

∂By

∂y
+ Jz

∂By

∂z

]}
(42)

整理してまとめよう。

1
2

{
(Jyx − Jxy)

∂Bz

∂x
+ (Jyz − Jzy)

∂By

∂y
+ (Jyz − Jzy)

∂Bz

∂z
+ (Jxz − Jzx)

∂By

∂x

}
(43)

次に，電流分布の磁気モーメントが

m =
1
2

∫∫∫
V

r × JdV (44)

で与えられることを思い出せば，式 (43)をmx，my，mz を使って以下の様に書き直せる。

mz
∂Bz

∂x
− mx

∂By

∂y
− mx

∂Bz

∂z
+ my

∂By

∂x
(45)

式 (45)にmx
∂Bx

∂x
− mx

∂Bx

∂x
= 0を加え，もう一度項別に整理すると以下の形を得る。

[∇(m · B)]x − [m(∇ · B)]x (46)

∇·B = 0であるので第 2項は消え，式 (40)からここまでの変形は式 (34)の第 2項の計算であっ
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たことを思い出せば，電流モデルで定義される磁気双極子が外部磁場から受ける力は

F L = ∇(m · B) (47)

で表される事が分かる。

4.3 磁極モデルと電流モデルの差
ここまでの計算で，磁極モデルで計算した力 F p と電流モデルで計算した力 F L の表式が微妙

に異なることに気づく。その差はいったい何なのだろうか。ここで F p −F Lを計算してみよう。
ベクトル恒等式を使えば簡単で，

F p − F L = (m · ∇)B −∇(m · B)

= −m × (∇× B) − B × (∇× m) − (B · ∇)m

= −m × (∇× B) (48)

である。ここでmは定ベクトルという事実を使った。さらに，ここにMaxwellの方程式 (4)を
代入，変形すると，

F p − F L = −m × (
1
c2

∂E

∂t
+ μ0J) (49)

を得る。系に電流密度 J は無いのでこの項は落として良い。すると両者の受ける力の違いは

F p − F L = −m × (
1
c2

∂E

∂t
) (50)

である。すなわち，変化する電場があるときにのみ，見かけ上は磁気双極子の受ける力は磁極モ
デルと電流モデルで異なることが示された。しかし，今回のパラドックスを別にすれば，磁気双
極子が磁場から受ける力を考える問題に，同時に変化する電場が存在するようなことはないので，
この違いが顕わになる問題は希と言って良い。従って多くの教科書では無批判に「モデルにより
双極子の受ける力が異なることはない」としているが，これは厳密には正しくない。いま示した
ように，系に時間的に変化する電場 (または磁場の回転)があるときには明らかに F pと F Lには
差があることが分かる。
ところが現実はもっと複雑で，ここで現れた F p と F L の差は，式 (50)と式 (22)の比較から
明らかなように，今まで考慮していなかった「隠れた力」によって相殺されるのである。結果的
には，多くの教科書の記述は正しいわけだが，これは間違いを二重に見逃していた結果によるも
のである。磁気双極子が外部の電磁場から受ける力を正しく説明するには，「隠れた力」まで考慮
しなくてはならない。
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図 6: 有限の範囲に存在する電流密度と電荷

4.4 磁気モーメントが持つ電磁運動量
最後に，磁気モーメントが持つ電磁運動量が

P em = − 1
c2

(m × E) (27)

と表せることを示そう。本稿では Vaidmanにより示された巧みな方法 [11]を用いる。
図 6の様に，定常電流が有限の空間に閉じこめられており，定常電場に晒されている状況を考

える。ただし，電場を生じる電荷もやはり有限の空間に存在すると考える。電場は定常だから必
ずE = −∇φを満たすポテンシャル φが存在する。ここで，∇× (φB)なるベクトル量を全空間
で積分する。電荷，電流が有限の空間にとどまるため |φB|は r−3 のオーダーで，Gaussの発散
定理を使い表面積分に変換すれば∫∫∫

whole space

∇× (φB)dV =
r→∞

dS × (φB) = 0 (51)

と積分値が 0となることが分かる。
続いて，ベクトル恒等式とMaxwellの方程式 (4)を使い∇× (φB)を変形する。

∇× (φB) = φ∇× B − B ×∇φ

= φμ0J + B × E (52)

全空間で積分すれば以下の関係を得る。
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μ0

∫∫∫
whole space

φJdV =
∫∫∫

whole space

E × BdV (53)

式 (25)と式 (53)を比べ，以下の表式を得る。

P em =
1
c2

∫∫∫
whole space

φJdV (54)

電場E(そしてポテンシャル φ)が電流の存在する範囲では激しく変化しないと考えれば，ポテン
シャルを原点まわりで Taylor展開して第 2項までを考えればよい。いまや，積分範囲は電流密度
の存在する空間に制限されたことに注意しよう。

P em =
1
c2

∫∫∫
V

J [φ(0) + (r · ∇0)φ(0) + ...] dV

(55)

第 1項の積分は，電流が有限の範囲にとどまることからただちに 0とわかる。第 2項をE = −∇φ

を使い書き直すと，電磁運動量を得るには

P em = − 1
c2

∫∫∫
V

J(r · E)dV (56)

を求めれば良いことが分かる。成分ごとに検討しよう。式 (56) の積分の中身の x成分を書き下
すと，

−Jx(xEx + yEy + zEz) (57)

であるが，ここに式 (41)を適用し，式 (42)と同様の計算をしてみよう。

1
2

{
−Jx(xEx + yEy + zEz) + x(JxEx + JyEy + JzEz)

}
(58)

項別に整理すると，

1
2

{
−Ez(Jxz − Jzx) + Ey(Jyx − Jxy)

}
(59)

式 (43)を見れば，式 (59)を積分したものは磁気モーメントmで置き換えられることに気づくだ
ろう。すなわち

−Ezmy + Eymz = −(m × E)x (60)
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である。したがって，磁気モーメントが持っている電磁運動量は

P em = − 1
c2

(m × E) (27)

で表されることが示された。つまり，電場中に置かれた磁気双極子は式 (27)で表される電磁運動
量を持ち，これは式 (21)で表される，磁気モーメントが電場中で持つ「隠れた運動量」と符号が
逆で同じ大きさであり，電磁運動量と「隠れた運度量」まで考慮すれば再び運動量保存則が成立
することが示された。

5 まとめ

古典電磁気学のパラドックスの中でも難解なものとして知られる「磁気双極子が受ける力のモ
デル依存性」について論じた。磁気双極子のモデルには，双極子を正負の磁荷と見る磁極モデル
と，極小電流ループと見る電流モデルがある。双極子が発する磁場はモデルによらないため，あ
らゆる場合で双極子が外部磁場から受ける力は等しいはずだが，これらに働く力が異なるように
見える系があることが指摘された。しかし，これは，電流モデルにおける「隠れた運動量」の時
間変化から生じる力を見落としており，これを計算すると，電流モデルで表された磁気双極子に
働く力は磁極モデルと同一であることを示すことができた。
今回取り上げたパラドックスも，「我々が観測できるのは双極子外部から見た磁場だけであり，
それが等しいならば実体が何であれそれらは等しく振る舞う」という常識を裏切らない結論を見
たわけだが，その過程であぶり出された「隠れた運動量」は「Newton力学の運動方程式と特殊
相対論の運動方程式の差が生む運動量」という奇妙な概念である。そしてそれが，この問題では
ちょうど電磁運動量と大きさが同じで逆向きのベクトルであり，それゆえ相対論的運動量保存則
が守られることを示した。電磁運動量はMaxwell方程式から必然的に導かれる概念であるから，
Maxwell方程式と電磁運動量，そして運動量保存則を認めるなら「隠れた運動量」の存在もまた
認めざるを得ない。
誕生以来 150年を迎える古典電磁気学はとうの昔に完成された理論であるが，だからと言って

新しいことがもう出てこないか，というとそんなことはない。ここ 10年で飛躍的進歩を遂げた光
学的 metamaterialの研究は，古典電磁気学の理論，すなわちMaxwell方程式に立脚している。
ちなみに，光学的metamaterialにより実現された「負の屈折率を持つ物質」が実在しうるのか，
実際に作られるまではやはり学会を巻き込んだ大論争があったそうである。今回取り上げた問題
を通じて，古典電磁気学の味わい深さを再認識して頂ければ幸甚である。
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